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Inleiding

In dit practicum bestuderen we de resonantie van een gedwongen harmonische oscillator onderworpen aan een bepaalde demping. Meer bepaald bekijken we de amplitude en de fasehoek van de oscillator in functie van de aandrijffrequentie of –pulsatie en gaan we de invloed van de demping na. 

1. Voorbereiding

1 Onderstaande grafiek stelt de amplitude in functie van de aandrijfpulsatie voor, zoals weergegeven in volgende formule:
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Daarbij is 
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, en kozen we F = 10 N, m = 10 kg, k = 100 N/m zodat 
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, en b gaande van bc/10 tot bc in stappen van bc/10. 
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2(a) Resonantieamplitudes (de maxima in de vorige grafiek) in functie van de demping:
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2(b) Dezelfde grafiek, maar nu met een simulatie voor de resonantieamplitudes aan de hand van de volgende formule, die de amplitude bij resonantiepulsatie weergeeft:
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We zien dat de maxima’s niet overeenkomen met de functie Aar bij hogere waarden van b. 

2(c) We voeren een niet-lineaire fit uit voor de waarde van de kritische demping bij de verschillende curves. Om bc te berekenen hebben we k en m nodig, die we bijgevolg als fitparameters nemen. We gebruiken de tien eerder gevonden amplitudemaxima en we fitten er de functie Aar door. Concreet zoeken we dus het minimum van |Amax(b) – Aar(b,m,k)| via chi²- statistiek. (We veronderstellen F dus gekend.) De grafiek:
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De nogal grote afwijking van de ingestelde waarden volgt waarschijnlijk uit de fout tussen Aar en Amax bij grotere waarden van b (zie de figuur bij opgave 2(b)). De absolute fitfout op m is ±0.183 en op k ±1.252, wat ons de absolute onzekerheid geeft op b: ±8.0761. 

2. Verslag

2.1 Opgaven

2.1.1 Kleine demping

Onze meetgegevens voor het oscillerende systeem met minimale demping zijn weergegeven in onderstaande tabel, waarbij f staat voor de aandrijffrequentie (gelijk aan ωu/2π). 

	f (Hz)
	Δf (Hz)
	A (mm)
	ΔA (mm)
	φ (graden)
	Δφ (graden)

	0.943
	0.006
	4.0
	1.0
	-175
	1

	1.05
	0.01
	5.0
	1.0
	-173
	2

	1.106
	0.01
	6.0
	0.5
	-173
	2

	1.2
	0.01
	6.0
	0.5
	-171
	2

	1.3
	0.01
	9.0
	1.0
	-168
	1

	1.4
	0.01
	13
	1.0
	-163
	2

	1.502
	0.005
	18
	1.0
	-155
	2

	1.52
	0.005
	20
	1.0
	-155
	2

	1.553
	0.005
	26
	2.0
	-150
	2

	1.592
	0.005
	34
	3.0
	-140
	1.5

	1.608
	0.01
	40
	3.0
	-128
	2

	1.761
	0.006
	26
	2.0
	-3.2
	1

	1.81
	0.006
	17
	1.0
	0
	1.5

	1.84
	0.02
	14
	1.0
	1
	1

	1.88
	0.02
	12
	1.0
	1.5
	1

	1.99
	0.01
	8.0
	1.0
	0
	2

	2.11
	0.01
	5.0
	1.0
	-3
	2


De amplitude in functie van de aandrijffrequentie:
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De fase (i.e. het faseverschil tussen de harmonisch variërende kracht en de oscillator) in functie van de aandrijffrequentie:
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De amplituderesonantiefrequentie bepalen is in ons geval niet al te eenvoudig, omdat we door de gegeven opstelling niet in staat waren genoeg meetgegevens te verzamelen rond de cruciale frequentie. De beker stond namelijk in onze opstelling hoger dan normaal, met het vervelende gevolg dat de massa bij een te grote amplitude voortdurend tegen de bodem van de beker botste en zo een goede meting onmogelijk maakte. 

We houden het dus maar op een schatting. Kijkend naar de grafiek en de tabel hierboven, zien we dat er voor en na de piek twee punten zijn met dezelfde amplitude, namelijk (26 ± 2) mm. De gemiddelde waarde van de frequenties waarbij deze amplitude optreedt, kan als schatter dienen. Dat geeft als resultaat een frequentie van (1.657 ± 0.004) Hz. 

De imprecisie van onze schatting zal natuurlijk groter zijn dan 0.004 Hz (de onzekerheid die op een strikte manier, i.e. via de somregel, uit de berekening van het gemiddelde bekomen werd). We moeten bijvoorbeeld in rekening brengen dat de grafiek niet helemaal symmetrisch is (zie de eerste figuur onder de voorbereiding). De hoogste amplitude die we gemeten hebben bedroeg (40 ± 3) mm en kwam voor bij een frequentie van (1.608 ± 0.01) Hz. Onze schatting ligt daar ongeveer 0.050 Hz bij vandaan; dat lijkt al een redelijkere maat voor de imprecisie. 

2.1.2 Grote demping

We herhalen nu de procedure voor het geval van een grotere demping. Hieronder opnieuw onze meetgegevens:

	f (Hz)
	Δf (Hz)
	A (mm)
	ΔA (mm)
	φ (graden)
	Δφ (graden)

	0.200
	0.002
	11
	1.0
	-7.6
	0.1

	0.438
	0.002
	12
	0.5
	-6.3
	0.1

	0.660
	0.002
	14
	1.0
	-2.8
	0.1

	0.817
	0.005
	14
	0.5
	0.6
	0.3

	0.960
	0.005
	15
	1.0
	6.9
	0.5

	1.110
	0.005
	18
	1.0
	16.8
	0.5

	1.250
	0.005
	20
	1.0
	33.0
	0.5

	1.400
	0.005
	22
	2.0
	55.0
	0.5

	1.540
	0.005
	22
	2.0
	75.0
	0.5

	1.680
	0.005
	19
	2.0
	96.0
	0.5

	1.830
	0.005
	15
	2.0
	113.0
	0.5

	1.970
	0.005
	13
	1.0
	127.0
	1.0

	2.120
	0.005
	13
	1.0
	136.0
	1.0

	2.260
	0.005
	11
	1.0
	143.0
	1.0


De amplitude in functie van de aandrijffrequentie:
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De fase in functie van de aandrijffrequentie:
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Hier zitten we natuurlijk met hetzelfde probleem als in het geval van de minimale demping. Opnieuw vinden we twee punten met dezelfde amplitude, dit keer (22 ± 2.0) mm. Het gemiddelde van de frequenties horende bij deze amplitudes geeft ons een frequentie van (1.470 ± 0.0035) Hz. 

Voor een schatting van de imprecisie lijkt het ons aangewezen om nu eenvoudigweg het interval te nemen tussen de beide gegeven frequenties met dezelfde amplitude. Op die manier bekomen we een imprecisie van 0.070 Hz. 

2.1.3 Vergelijking

Vergelijken we nu de metingen met kleine en grote demping, waarnaar we voor het gemak zullen verwijzen met ‘proef 1’ en ‘proef 2’. We merken hierbij op dat we in het geval van de grote demping ook een grotere aandrijfkracht F hebben genomen, waarmee we bedoelen dat de amplitude van de harmonisch variërende aandrijfkracht groter was.

De theorie (cf. de voorbereiding) doet ons allereerst verwachten dat de amplitude bij een aandrijffrequentie van 0 Hz, gelijk aan F/k, groter is in proef 2 dan in proef 1, aangezien de aandrijfkracht groter is. De respectievelijke grafieken voor de amplitude tonen aan dat dit klopt.

Het valt bovendien meteen op dat onze meetgegevens in proef 2 evenwichtiger verspreid zijn, zodat de evolutie in de fase duidelijker te zien is. Desondanks is de onzekerheid voor de amplituderesonantiefrequentie groter dan in proef 1, onder andere omdat we daar het geluk hadden over één meetpunt te beschikken met een erg hoge amplitude. Er is echter nog een andere, meer fundamentele reden voor de grotere onzekerheid in proef 2. Immers, de theorie voorspelt dat het resonantiegebied breder wordt naarmate de demping toeneemt. 

Tevens voorspelt de theorie dat de resonantieamplitude kleiner zal zijn bij een grotere demping. Ondanks de grotere aandrijfkracht in proef 2, die normaal gezien dit fenomeen wat zou moeten verminderen, zien we dit duidelijk gebeuren in onze proeven. 

Ten slotte verwachten we nog dat de amplituderesonantiefrequentie naar lagere waarden opschuift naarmate de demping groter wordt; ook dit zien we in onze metingen bevestigd. 

2.1.4 Snelheidsamplitude en –resonantie

Voor proef 1 gebruiken we volgende gegevens, waarbij we de snelheidsamplitude V berekend hebben uit V = Aωu = A(2πf) en de onzekerheid aan de hand van de productregel:

	f (Hz)
	Δf (Hz)
	A (mm)
	ΔA (mm)
	V (mm/s)
	ΔV (mm/s)

	0.943
	0.006
	4.0
	1.0
	19
	5

	1.05
	0.01
	5.0
	1.0
	27
	5

	1.106
	0.01
	6.0
	0.5
	34
	3

	1.2
	0.01
	6.0
	0.5
	37
	3

	1.3
	0.01
	9.0
	1.0
	60
	7

	1.4
	0.01
	13
	1.0
	94
	7

	1.502
	0.005
	18
	1.0
	139
	8

	1.52
	0.005
	20
	1.0
	156
	8

	1.553
	0.005
	26
	2.0
	208
	16

	1.592
	0.005
	34
	3.0
	278
	24.5

	1.608
	0.01
	40
	3.0
	331
	25

	1.761
	0.006
	26
	2.0
	235
	18

	1.81
	0.006
	17
	1.0
	158
	9

	1.84
	0.02
	14
	1.0
	132
	9.5

	1.88
	0.02
	12
	1.0
	116
	10

	1.99
	0.01
	8.0
	1.0
	82
	10

	2.11
	0.01
	5.0
	1.0
	54
	11


Hiermee verkrijgen we onderstaande grafiek:
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In dit geval zou volgens de theorie de snelheidsresonantiefrequentie dicht bij de amplitude-resonantiefrequentie moeten liggen, aangezien de eerste onafhankelijk is van de demping, en de invloed van de demping in deze meting niet al te groot is. Schatten is hier echter nog moeilijker dan in het geval van de amplituderesonantiefrequentie, vanwege de grotere asymmetrie. We houden het erop dat de gezochte frequentie in elk geval tussen 1.608 Hz en 1.761 Hz moet liggen; dat is in elk geval in de buurt van onze geschatte amplituderesonantiefrequentie van (1.657 ± 0.050) Hz. Hoezeer in de buurt moet blijken wanneer we naar proef 2 gekeken hebben. 

	f (Hz)
	Δf (Hz)
	A (mm)
	ΔA (mm)
	V (mm/s)
	ΔV (mm/s)

	0.200
	0.002
	11
	1.0
	11
	1

	0.438
	0.002
	12
	0.5
	27
	1

	0.660
	0.002
	14
	1.0
	48
	3

	0.817
	0.005
	14
	0.5
	59
	2

	0.960
	0.005
	15
	1.0
	74
	5

	1.110
	0.005
	18
	1.0
	103
	6

	1.250
	0.005
	20
	1.0
	129
	6

	1.400
	0.005
	22
	2.0
	158
	14

	1.540
	0.005
	22
	2.0
	174
	16

	1.680
	0.005
	19
	2.0
	164
	17

	1.830
	0.005
	15
	2.0
	141
	19

	1.970
	0.005
	13
	1.0
	132
	10

	2.120
	0.005
	13
	1.0
	142
	11

	2.260
	0.005
	11
	1.0
	128
	12


met als grafiek:
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Herinner de geschatte amplituderesonantiefrequentie van (1.470 ± 0.070) Hz. De snelheids-resonantiefrequentie ligt hier, zoals blijkt uit de gegevens, echter eerder tussen 1.540 en 1.680 Hz. Dit wijst op een ietwat groter verschil tussen beide frequenties dan in proef 1, overeenkomend met de theorie: de invloed van de demping op de amplituderesonantiefrequentie is hier groter. 

2.1.5 Kwaliteitsfactor bij zwakke demping

Voor de bepaling van de kwaliteitsfactor bij zwakke demping zullen we nog minder nauwkeurig te werk kunnen gaan; we beschikken gewoon over te weinig meetwaarden in de buurt van resonantie, zoals eerder al aangegeven. (De gegevens waarmee we hier werken zijn te vinden onder 2.1.1.)

We werken met de formule
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Allereerst hebben we de eigenpulsatie (of –frequentie, aangezien we de constante factor 2π uiteindelijk toch wegdelen) van de ongedempte oscillator nodig. Aangezien we noch over de waarde van k, noch over de waarde van m beschikken, kunnen we deze enkel uit onze meetgegevens afleiden. De eigenfrequentie is namelijk precies die waarde waarbij snelheidsresonantie optreedt. 

Bij onze bespreking van proef 1 in 2.1.4 kwamen we tot de conclusie dat de snelheidsresonantie-frequentie tussen 1.608 Hz en 1.761 Hz moet liggen. We houden het dan maar op (1.700 ± 0.080)  Hz, een zeer ruwe schatting. 

Nemen we voor het gemak de maximumwaarde Aar gelijk aan 40 mm (de hoogste gemeten waarde). We zoeken nu de frequenties f1 en f2 waarvoor het kwadraat van de amplitude gelijk is aan de helft van het kwadraat van deze maximumwaarde – met andere woorden, waarvoor de amplitude ongeveer gelijk is aan 28 mm. We kiezen daarvoor de frequenties met als amplitude (26 ± 2.0) mm. 

Zo komen we uiteindelijk aan een kwaliteitsfactor Q = 8.17 ± 0.50. Deze is zoals verwacht vrij hoog, wijzend op een hoge en smalle resonantiepiek. 

2.2 Enkele vragen

2.2.1 Invloed van de demping

De invloed van de demping in het geval van de amplitude en de snelheidsamplitude hebben we eerder al besproken (zie 2.1.3 en 2.1.4). Rest er ons enkel nog de fasegrafieken te bekijken. Deze zijn zoals ze nu gegeven zijn moeilijk te vergelijken omwille van de verschillende schaal. Plaatsen we echter beide reeksen gegevens naast elkaar, waarbij we ons beperken tot de gegevens tot vóór de resonantie in proef 1. We tellen daarbij 171 graden op bij de fase uit proef 1, zodat we kunnen vergelijken:

	φ1 (graden)
	φ2 (graden)
	φ1 + 171 (graden)

	-175
	-7.6
	-4

	-173
	-6.3
	-2

	-173
	-2.8
	-2

	-171
	0.6
	0

	-168
	6.9
	3

	-163
	16.8
	8

	-155
	33.0
	16

	-155
	55.0
	16

	-150
	75.0
	21

	-140
	96.0
	31

	-128
	113.0
	34


Hieruit wordt duidelijk dat de fase in proef 2 sneller stijgt; gedrag dat overeenkomt met de verwachte invloed van de demping, zoals blijkt uit onderstaande formule.
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2.2.2 Resonantiehoekfrequentie

Gevraagd wordt of men mag stellen dat in proef 1 de resonantiehoekfrequentie ongeveer gelijk is aan ω0. Dit is inderdaad het geval, zoals blijkt wanneer men onderstaande formule bekijkt bij zwakke demping. 
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Dit blijkt ook uit voorgaande bespreking: onze schattingen voor de resonantiefrequentie (in 2.1.1) en de eigenfrequentie (in 2.1.5) waren respectievelijk gelijk aan (1.657 ± 0.050) Hz en (1.700 ± 0.080) Hz. 
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